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PHYSIQUE THEORIQUE

RESPONSE SCHWACH NICHTLINEARER POTENTIALSCHWINGER
BEI KLEINEN SINUSFORMIGEN STORUNGEN

R.Rothhardt, A.Hiibler*, E.Liischer, Physik-Dept.
Technische Universitdat Miinchen, D-8046 Garching

Abstract: Es wird gezeigt, daB schwach nichtlineare Potentialschwinger cha-
rakteristisch auf kleine sinusfirmige Stérungen reagieren. In Beispielen wird
illustriert, daB der Response eines schwach nichtlinearen Schwingers zwar

komplex, aber klein im Gegensatz zu dem eines harmonischen Schwingers ist.

1. Amplitudenbegrenzung durch Reibung

Der einfachste Schwinger der klassischen Mechanik ist das harmenische

Pendel. Aus dem Gleichgewicht von Trégheitskraft F, und Potentialkraft

Fp = - dV/dx ergibt sich die Bewegungsgleichung:

- m d°x /a2 - cx =0

Nimmt man Reibungskrafte und einen sinusférmigen Antrieb hinzu, so erweitert

sich die Bewegungsgleichung auf :

d®x/dt? + g ox/dt + w2 = focoswt;  we= oS (2)

kx

Die Dynamik konvergiert gegen eine sinusférmige Schwingung, dessen Frequenz
und Amplitude vom Antrieb abhdngen. Lést man die Bewegungsgleichung unter
Beibehaltung der Anfangsbedingungen x , und v, als Parameter, so erhilt man

x{t) = a4 00 (t,wk} + a; g (t,wk) X * 2440 (t,wk) Yo {3}

vit) = a5 00 (t,wk) MY (1,wk) xg * a2:10 (tw, ) vy
Betrachtet man das System zu Zeiten einer vollen Antriebsperiode,
reduziert es sich auf eine Herationsfunktion

x = ay g9 (Tw, )+ a1‘01(T,wk} X, toayq (Tw, ) v,

i+t
Vieg T 8509 (Tw, )+ 32_01(T,wk) X, toa, i, (Tyw, ) v,
Die Iterationsfunktion (4) besitzt gerau einen stabilen Fixpunkt xg, v . , des-

sen Einzugsbereich alle Anfangsbedingungen umfaBt. Beim ungedidmpften System
divergiert dieser Fixpunkt fir w -> w,_, das System ist resonant. Die Ener-

gieaufnrahme wachst nicht in allen Fallen kontinuierlich, denn flir negative

H.P.A.
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Phasenlage zwischen Antrieb und Amplitude gibt der Schwinger zunichst

Energie ab.
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Abb 1a Energie und Geschwindigkeit des ungedimpften linearen resanant ange-
triebenen Oszilators. Zur Zeit t=0 ist die Phasenlage negativ.
Abb 1b Gleicher Oszillator, auBerhalb der Resonanz angeregt

Wird ein ungeddmpfter linearer Schwinger durch eine kleine sinusférmige Kraft
der Frequenz w *w _ gestért, so stellt man fest, dal das System im wesent-
lichen mit konstanter Frequenz und Phase schwingt. Aufgrund wechselnder
Phasenbeziehung zwischen Antrieb und Oszillator kommt es zu Amplitudenmodu-
lationen. Ist das System leicht gedampft, so tritt bei kleinen Amplituden &hn-
liches Einschwingverhalten auf . Bei grolen Amplituden wird die Energieaufnahme
durch Reibung begrenzt.

2. Amplitudenbegrenzung durch nichtlineare Potentialkrifte bei

konservativen Systemen
Kleine Schwingungen in nichtlinearen Potentialen, die sich um ihr Minimum in

eine Potenzreihe Vix) = a5 + a, X2 + ag x2 +... entwickeln lassen, kann man
mit Hilfe der Stérungsrechnung (/1/) linear approximieren. Wihrend beim
linearen Schwinger die Frequenz unabhfingig von der Amplitude ist, kénnen bei
nichtlinearer Federkraft in ungedampften Systemen zwar periodische Schwingun-
gen auftreten (Theorem ven Paincare-Benedixon/2/), die Frequenz steht aller-
dings in Beziehung zur Energie. (/1/) Sei nun in der Potentialentwicklung
ay »lal, i> 2; so [dB1 sich bei einer Reihe von Systemen zeigen, dall jede Einzel-

schwingung gut linear approximiert wird, wobei sich aber die Schwingungsdauer,
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je nach Energieinhalt des Systems, verschiebt. Wird ein solcher Schwinger mit
einer kleinen sinusférmigen Kraft angetrieben,so kinnen Phasenverschiebung
und Energieaufnahme abgeschitzt werden, indem man hierfiic einen verstimm-
baren linearen Oszillator heranzieht. Man verwendet Gleichung (4), wobei
Eigenfrequenz und Schwerpunkt der Schwingung von der Energie und diese von
Ort und Geschwindigkeit abhidngt.

1™ 24 00 (Tw, (x,v)) + ay o4 (Taw, (x,v. 1) (- slx,v, N+ (5}

+a1.‘O(T,wk (v N v +six,w)

v .':12_00(T.\-»rk (xi,vi)) *ay o (T,wk(xi,v'. n (xi— s(x‘.vi)) +

i1
+ay 4 (Tow tx, v, )

Gie Qualitdt der Approximation kann mit dem Mittelungsthearem (/3/) abge-

schitzt werden, indem man die Gréle der Abweichung der Niherungslosung

von der exakten Ldsung abschatzt.

- d%y/dt? - g dy/dt -dV/3y - fcos wt=0 (8)

- d2x/dt?® - g dx/dt - w‘E X -fcoswt=0

Aa=y-x; d=L[w2A-g det-g—g(Aﬂ) + wfx Vw;

Die Abweichung der exakten von derTNéherungsIE‘:sunllg ist von der Ordnung O(e},

wenn es ein Egibt mit (i) Idic g; (ii}/d sin wt dt < €;rd cos wt ¢ € (iii) ecw/2 ™.

Als Beispiel wurde die Dynamik eines Kep!er—OszilIari)chs

- d?y/dt? - gdy/dt + 1/2y2 - 1/y3 - fcos wt =0 (7))

untersucht. Hier ist die Approximation giinstig, da die Schwingung bei kleiner

Dampfung und kleiner Antriebskraft oberwellenarm ist, und sich die charakter-

istische Schwingungsdauer des Systems wihrend einer Schwingung nicht

wesentlich dndert. Man erkennt daB sich die Dynamik gut durch die lterations-

funktion beschreiben |dBt, wenn man die Nichtlinearititen iiber w,_{E) und s(E)

mitnimmt. (Abb 2a)

Daraus ergeben sich Universalititen in zweierlei Hinsicht :

(i) Alle schwach nichtlinearen Potentialschwinger besitzen eine Dynamik, die

sich durch eine Iterationsfunktion {5) beschreiben |48t.

(ii) Alle schwach nichtlinearen Potentialschwinger bei denen w, (E) und s(E)

libereinstimmen, besitzen den gleii::hen Response.

Untersuchungen an gekoppelten Oszillatoren deuten an, dall es einen &hnlichen

Zusammenhang auch bei gekoppelten Systemen geben kinnte (/747).
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3. Gedidmpfte nichtlineare Schwinger mit sinusférmigem Antrieb

Bei sehr groBer Didmpfung bleibt die Schwingungsamplitude kiein, das System
kann in guter Ndherung als harmonisch betrachtet werden. Die nichtlineare

Funktion besitzt einen Fixpunkt in der Nahe des Fixpunktes des linearen Systems.
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Abb 2a. Dynamik des Kepleroszillators numerisch (—} lteration { o )
Abb 2b. Energie des harmonischen (--) und des Kepleroszil. in Resonanz (—)
Abb 2c. Rescnanzkurve des harmonischen (—) und des Keplaraszillators (- -)

Ist die Dampfung sehr kiein, so stabilisiert sich die Schwingung des harmo-
nischen Oszillators bei jener Amplitude, bei der die Reibungs- und Antriebs-
krafte in etwa gleich groB sind, wihrend im nichtiinearen Fall (z.B System (7))
die Amplitude durch Verstimmung des Oszillators auf einem Niveau sta-
bilisiert wird, bei dem die Reibungskraft im Verhiltnis zur Antriebskraft unbe-

deutend ist.

Wir danken Herrn Dr. Wohofsky fiir seine Unterstiitzung.
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