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DAS PRINZIP EXTREMALER ANKOPPLUNG

F. Dinkelacker, A. Hibler®, E. Liischer
Physik-Department, Technische Universitdt Miinchen, D-8046 Garching

Abstract:

In diesem Paper wird ein Variationsprinzip fiir Systeme mit Reibung und
zeitabhingiger Stdrung vorgestellt. Es wird gezeigt, daB im stationdren
Zustand die Ankopplung an die Stdrung extremal ist.

1. Das Prinzip der extremalen Ankopplung

Ein Zustand wird stationdr genannt, wenn die Bewegungsgleichungen in
nichttriviale Summanden zerfallen, die alle verschwinden. Wir unterscheiden
zwischen Kopplungsvariablen q', die ein Ma8 fiir die Wechselwirkung sind,
und inneren Variablen g. Wir betrachten Systeme der Form:

0 E(Q-‘yé-,-u,qj,g}},.‘.,t)
[va(é})] [ — V(@i erdipt) | = O (I)

i=l,...,m ; j=m+l,...,m+n ,

£ RKrdfte, Fp; Reibungskréfte, V Stérpotential (unabhingig von é"." ).

Satz
Im stationdren Zustand des Systems (I) sind die Kopplungsvariablen q'i' SO,
daB die Ankopplung extremal ist. Die Ankopplung ist die Wirkung des Stor-
potentials V : Sy =I—V at .

v
Beweis: (I) stationdr : %; =0 & Sq = f-v dt = extremal beziiglich
der Variation ven ¢’y (Hamiltonsches Variationsprinzip, Goldstein 1959).

oV
Im stationdren Zustand kdnnen die Kopplungsvariablen q'j' aus 5? = 0 bestimmt
H
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2. Beispiel 1 fiir das Prinzip der extremalen Ankcpplung

Wir betrachten folgende Bewequngsgleichungen:

e ‘:F-'
oy . nl
0 —F— Mg+ gt o -8
Y] + av 9 = 0
W —o

Diese Gleichungen beschreiben die Dynamik einer Kugel, die mit einer Feder
an eine eindimensionale schwingende Platte gekoppelt ist. g'(t) ist ein MaB
fiir die Ankopplung. g(t) ist eine innere Variable (Abb. 1).

‘q ", g}
sin q'-sin wt
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Abb.1: Dynamik einer Kugel auf einer schwingender Platte
Das Beispiel erinnert an die Chladnischen Klangfiguren, bei denen Sand zu
den Knotenlinien einer schwingenden Platte geschleudert wird (Chladni
1802}). V ist die potentielle Energie der Feder:

V=¢/2 (g- sin q' sincrt)“"

Die Kopplungsvariable q' verdndert sich lberddmpft, also &' = 0.

Im stationdren Zustand sei q'= const., also ci'= 0. Fir q' folgt dann :

v .
5 = —clg—sing'sinwt)cosg'sinwt = 0
q
Fall 1 : ( )=0&p q'=0 (+km) , g=0 2 Enoten
Fall 2 : cos g'= 0 e g'=X (+kx) Z schwingungsbauch

In beiden Fdllen ist die Ankopplung S, =J— <4 (g-sin q'simt)z dt extremal.
Die Ankopplung S, ist proportional zum Zeitmittelwert von V(t). Die Kraft Fq
ist fiir das Prinzip der extremalen Ankopplung nicht wichtig. Hier be-
schreibt sie z.B. einen gedampften Duffing Oscillator. Fiir sin g'= E kén-
nen stationdre chaotische Schwingungen mit extremaler Ankopplung auftreten.
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3. Beispiel 2 : Eine gerissene Telefonleitung

P v

Abb.2: Gerissene Telefonleitung Abh.3: Plattenkondensator

Als ein Modell fiir eine gerissene Telefonleitung (Abb. 2} betrachten wir
einen Plattenkondensator mit variablem Abstand g' (Abb. 3). Die Ladung
Q(q'} = I,R(g') C(q') bewirkt eine anziehende Kraft. Eine Feder S (isolie-
rendes Material} entspricht einigen Schmutzteilchen zwischen den Kabelenden
der Telefonleitung und bewirkt eine abstoBende Kraft. Der Strom I, ist
aufgeprigt. Er sei zeitabhingig, aber die Relaxationszeit von q' sei viel
kiirzer als die Anderung von I,. Die itberdémpfte Bewegungsgleichung fiir q'

ist
\ o oV
q - aq, =
. av
Im stationdren Zustand verschwindet E?& g

Mit dem Storpotential (Energie von Kondensator und Feder)

2
v = Q¥/2C + ¢/2 (g'-q0)* = I3k-q'+c/2 (q'—q,)’

(R~q', C~1/a"', k > 0 const,) folgt fir g*:
q'= g, - Igk/c

Dieser stationdre Abstand ist auch stabil ( g"v/éq,z > 0 ). Die Ankopplung
SA=I -V dt ist ein MaB fiir die durch den Stromflu8 gespeicherte potentiel-
le Energie. Ihr Betrag ist minimal. Das gerissene Telefonkabel hat sozusa-
gen die Neiqung, seine "Ankopplung an das Telefongespdch zu verringern", so
daB die Telefonbenutzer "maximal aneinander gekoppelt sind".

Ohne Feder wiirden die Kondensatorplatten aneinander stoBen. In diesem Fall

wire sowohl der Betrag der Ankecpplung minimal als auch die Dissipation.
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4. Beispiel 3 : Metallkugelstrukturen im E-Feld

Ein nichttriviales Beispiel, bei dem ebenfalls Ankopplung und Dissipation
extremal sind, ist das folgende Experiment (Georgii et al 1987, Schméller
et al 1987, Merté et al 1988), (Abb.4).

U=z 20 kV

Abb.4: Strukturbildung —von
Metallteilchen im
E - Feld (aus Merté
et al 1988)

castor oil
acrylic

Kleine bewegliche Metallkugeln sind innerhalb einer Ringelektrode in Rizi-
misél verteilt. Von oben werden kontinuierlich elektrische Ladungen aufge-
spriiht. Das elektrische Feld zwischen den Kugeln verursacht ein St&rpoten-—
tial V = IF-,/ZEzd&'. Die Kugeln mit den Koordinaten x; bewegen sich nach
?%xz: ¢ bis V minimal ist. Die Ankopplung 5 = f—V dt ist extremal.
In diesem Fall ist auch die Dissipation P = _f“/,_ E¥X ~ V (&, spezifi-
scher Widerstand des Ols) minimal. Wenn die experimentellen Bedingungen
geeignet gewdhlt sind, lagern sich die Metallkugeln in dendritischen
Strukturen an.

* Teil der Doktorarbeit
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