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Stationdre Zustinde in berandeten, normierten Systemen

*
W. Stelzel, H. Kainzbauer, 4. Hiibler , E. Liischer, Physik-Depart. TU Minchen
D-8046 Garching

Abstract: Es werden quantisierte klassische Systeme vorgestellt und ein Weg

zur ﬁbertragung der Mathematik der Quantenmechanik auf klassische Systeme

aufgezeigt

1. Einleitung

Neuere Modelle i{iber Strukturbildung, wie beispielsweise das Modell
von Gierer und Meinhardt /1/, zeigen bei numerischen Simulationen ein

Verhalten, das an quantenmechanische Systeme erinnert.

Aktivatorkon-
zentration

Parameter der Simulation: .p=0,003; 1 =0,01; p°=0,0001; p
p'=0,001; Dh=0,d ; v=0,02

Es ergeben sich, je nach Anfangsbedingungen, hochsymmetrische stationire Zu-

=0,0; k=0,001; D =0,02
1 a

stdnde. Aufgrund dieser Analogie wollen wir untersuchen, ob es miglich ist,
die Mathematik der Quantenmechanik zur Berechnung klassischer Systeme zu
verwenden.

Die Lésung einer Differentialgleichung ist, nach Eilenberger /2/, gleichbedeu-
tent mit der Suche nach ErhaltungsgréBen, -
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2. ErhaltungsgréBen in homogenen Systemen

Fir ein System in h(x,y), das nicht explizit von x und y, aber von
beliebigen Ableitungen nach x und y abhdngt, existiert eine ErhaltungsgriBe H
in y mit dH/dy=0 :

n

j, n
(1) H= I [-L+u£1 véo (DL/Qhu,v)hu vt

n n u-1 .
o &2 &1 (-1)"*S ((a/dx)" (d/dy)s.aL/,)nu_v e o] dx
n v-1
JUZ, I T ((@/ax)" aLion, )by T ay
n v=1 n )
IE I & (DF Cany (@/a" aLion, n, . Tay

mit der Nomenklatur: (2) hu’v=(d/dy)u (d/dx)¥ n

Zum Beweis bendtigt man das Hamiltonsche Variationsprinzip mit den iiblichen
Einschrinkungen der Variation am Rand, und die daraus resultierende erweiterte
Lagrangesche Gleichung.

Beispielsweise ist bei einem zeitunabhdngigen System mit L = -h? —hx
(elastische Schnur in parabelfirmigem Kanal) die Differenz aus potentieller

Energie und Wechselwirkungsenergie im Raum erhalten.

3. Klassische, harmonische Systeme

3.a) Klassische Schrédingergleichung

Im folgenden wird immer vorausgesetzt, daf} hu,v flir u,v<n an den Rin-
dern verschwindet,
Fiir ein klassisches System, das nicht explizit von der Zeit abhéﬁgt erhdlt man
mit der Nebenbedingung, daf das riumliche und zeitliche Quadratmittel der

Amplitude konstant ist, (3)‘fh’dx dt= konstant, folgende\Bewegungsgleichung:
roon VU | v u
(4) Lo L, D7 (/d)Y (d/dy) JLh, ) -Xh =0

wobei A der Eulersche Multiplikator ist, mit dem die Zwangsbedingung an die
Bewegungsgleichung angeschlossen wurde. Betrachtet man beispielsweise ein Feld
in h mit folgender Lagrangefunktion

(5) L= a(x,£)/2 h "= b(x,t)/2 h '~ c(x,£)/2 h*
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so kommt man nach Abspalten eines schnell oszillierenden Anteils /3/ h(x,t)=
@ (x,t)exp(-iu t) mit der Niherung ¢ <« (¢, wobei aw’ dem konstanten Teil von
cix,t) eﬁtspricht (c-a’=d(x,t)), zu

(6) (iup—tpt)at+2i.:atpt+bxtpx+wxx—d¢ =A@

Fiir Systeme mit at=bx=0 findet man

(7 iiuaapt = —bp+ (d+h)y

was formal einer Schrddingergleichung mit orts~ und zeitabhingigem Potential
d+A entspricht und, falls man Operatoren #quivalent zur Quantenmechanik
definiert, mit dem entsprechenden Formalismus gelést werden kann.

Die klassische Schrédingergleichung stellt ein Kriftegleichgewicht dar.

Hy = —bpxx+(d+l_)¢ = Ep4 gesamte, inhomogene Potentialkraft + Zwangskraft =
modulierte Tridgheitskraft.

Der Erwartungswert von H_ﬁplip dx=f¢ (_hpxx+d‘9 + Ay Jdx —j(hpx=+dgp g )dx=
Energie aus dem ortsabhingigen Teil der Potentiale und der Zwangskraft.

Die L&sungen der Schrodingergleichung kann man nach Eigenfunktionen des
Systems entwickeln. Die Eigenfunktioner bilden ein orthogonales, vollstéﬁdiges
Funktionensystem /4/.Da die Schrédingergleichung eine lineare Differential-
gleichung ist, gilt das Superpesitionsprinzip. Mit dem Fouriertheorem und der
erwdhnten Vollstdndigkeit sind beliebige Funktionen als Mischung der Lé&sungs-
funktionen darstellbar und damit ebenfalls Losungen der Schriédingergleichung.
Man erhdlt hier also noch keine Quantisierung. o

Betrachtet man allerdings Systeme mit homogenem Potential oder verlangt in
einer weiteren Nebenbedingung extremale Energie, so erhidlt man eine stationire
Schriodingergleichung und Quantisierung.

3.b) Klassische Unschirferelation

Fiir ein derartiges System kann man, genauso wie in der Quantenmechanik,
Vertauschungsrelationen ableiten; z.B.: [x,p] = ~b
Aus dieser Vertauschungsrelation erhdlt man eine Unschirferelation fiir die
Wechselwirkungskraft, da (4 F)’=(ap)’: (ax)* (a F)’3 b'/4. '
Hierbei bedeuteta x die Varianz des mit dem Quadratmittel der Feldamplitude
gewichteten Orts und aF die Varianz der Wechselwirkungskraft im Raum:

(ax)’= [x’n’dx - (fxn’dx)’, (aF)’=jhx’dx = (fhxdx)’
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Die Unschdrferelation fordert, daB die lokalen Unterschiede in der Wechselwir-
kungskraft groB sein miissen, wenn der Bereich groBer Feldamplituden auf klei-
nem Raum begrenzt ist, bzw. daB der Bereich nennenswerter Feldamplitudeﬁ einen
grofen Raum einnimmt, falls die Unterschiede in der Wechselwirkungskraft klein
sind. -

3.c) Schwingende Saite

Eine schwingende Saite, die, bis auf eine Perle, vollstdndig mit Perlen
aufgefiillt ist, wird mit folgénder Laérangefunktion beschrieben:
(8) L=_f(—a/2 yx’+p/2 yt’+mJ(x—xo)/2 yt’)dx+m/2 (xc)t2
wobei y(x,t) die Auslenkung der Saite und X, der Ort der fehlenden Perle, im
folgenden mit "Loch" bezeichnet, ist.
Bei kleinen Massen der Perlen und groBer Reibungskrafté-(xo)t kann man die
Lsungen des Systems mit einem Separationsansatz und der Stdrungstheorie
berechnen. Sitzt das Loch in einem Schwingungsknoten, so wird die Bewegung der
ibrigen Saite durch das Loch nicht gestdrt; es ergeben sich stabile stationdre

Zustinde, bei denen sich das Loch nicht bewegt.

4, Nichtlineare Felder

Uber die Beschreibung linearer Felder hinaus wire z.B. die Anwendung der
Mathematik ~der Quantenmechanik auf das zu Beginn erwdhnte Strukturbildungsmo-
dell von Gierer und Meinhardt interessant. Leider ist dies wegen der Nicht-

linearitdt und der damit verbundenen Probleme bis jetzt nicht gelungen.

Die numerischen Simulationen zum Modell von Gierer und Meinhardt fiihrte
R. Stéckel durch. Wir danken Herrn O, Wohofsky, der Firma MBB und
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