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Rekonstruktion von Differentialgleichungen chaotischer

und experimenteller Oszillatoren

. *
T.Kautzky, A.Hiibler , E.Liischer, Physik-Dept.,Technische Universitédt Miinchen,
D-8046 Garching )

{lberblick : Es wird ein neue Methode vorgestellt mit der, bei deterministi-
schen Systemen aus Datensétzen eine obere Abschitzung ermittelt werden kann.
Auch die Koeffizienten der zugrunde liegenden Differentialgleichung (DGL)
konnen ermittelt werden, wenn sich das System durch eine einfache explizite
DGL beschreiben 1ldBt. Ferner werden Methoden zur Optimierung der Zustandsraum-

darstellung angegeben.

145 Einleitung
In vielen Fillen kann zwar die DGL aus Grundgleichungen hergeleitet |,

aber nicht allgemein geldst werden, da das Gleichungssystem nichtlinear ist
und daher in der Regel keine Integrale existiertn /1,2/. Wenn weder Integrale
noch Parameter einer Losung /3/ zur Beschreibung des Systems verwendet werden
kénnen, sind die DGL oder deren Parameter der einzige Satz von Erhaltungs-
gréfBen, abgesehen von statistischen Korrelationen /3/. Haken /4/ zeigte, daB
in solchen Systemen oft nur wenige einfache Moden das System beherrschen. Fiir
den Laser und die Benard-Rayleigh-Konvektion hat Haken /5/ wesentlich einfa-
chere DGL aus dem allgemeinen Gleichungssystem fiir diese wenigen Moden abge-
leitet, Da diese nur in der Ndhe von Phaseniibergingen gelten, die Dynamik
eines Systems aber auch sonst augenfdllig einfach ist, ist es von Interesse,
die Differentialgleichung eines Systems aus dessen Daten zu rekonstruieren. Da
die DGL den Tangentialvektor an jedem Punkt im Zustandsraum angibt, .bendtigt
man dazu einen Datensatz, aus dem sich eine Trajektorie im Zustandsraum und
deren Tangentialvektoren eindeutig berechnen lassen, Erster Schritt zur Rekon-

struktion der DGL ist die Ermittelung der Dimension des Systems.
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7385 Die Dimension des Systems

Eine untere Schranke dafiir ist die fraktale Dimension Df /2/. Eine obere
Schranke erhdlt man, wenn man die Dimension der Zustandsraumdarstellung so
lange erhdht, bis sich die Trajektorie iiberschneidungsfrei darstellen 1iBt. Da
die Dichte der Punkte im Zustandsraum experimentell beschriénkt ist, ist es
unwahrscheinlich eine Uberschneidung zu finden, Wir fiihren folgende Grdflen
ein: Der Uberschneidungsgrad U(D,T,5) der Tangenten an die Trajektorien zweier
benachbarter Punkte im Zustandsraum der Dimension D ist der Betrag der Diffe-
renz der Tangentialvektoren der Trajektorien am Punkt T bzw. 5.
u(Dp,r,%) =i?(?}~i(§)l. Die Uberschneidungswahrscheinlichkeit Wa(D,r) ist das
Mittel des Uberschneidungsgrades U iiber alle Messpunkte, d.h. einer Untermenge
des Zustandsraums. Wa(D,r) = 1im U(D,T,2), i?—‘§l€fr—¢-%,r+A§[ .Die {iberschnei-
dungsdimension Dc ist die kleinste Dimension bei der die Rekonstruktion ijber-
schneidungsfrei wird, d.h. Dc=min{D|Wa(D,r=0)=Oj Da die Punktdichte im Zu-
standsraum endlich ist, 148t sich der Grenziibergang r+0 nicht direkt durchfiih-
ren, man betrachet wa(D,r) als Funktion von r und extrapoliert Wa nach Null.
Abbildung 1 =zeigt als Beispiel die Uberscneidungswahrscheinlichkeit Wa als
Funktion des Abstands r fiir den Lorenzattraktor /6/ fiir verschiedene
Dimensionen des Zustandsraums. Fiir die dritte und jede weitere Dimension
ergiebt sich durch Extrapolation Wa(r=0)=0. Die maximale Zahl der
Freiheitsgrade ist somit drei, wie es dem Lorenzattraktor entspricht, der
durch drei DGLn 1. Ordnung beschrieben wird. Diese Wahrscheinlichkeiten wurden
bei einem Attraktor aus 15 000 Punkten durch Untersuchung von 450 zufdllig

gewdhlten Punkten ermittelt.

3. Optimierung der Darstellung

Um die DGL ermitteln zu kénnen, muB der Attraktor entfaltet sein, d.h.
die Kriimmung der Trajektorie im Zustandsraum soll moglichst klein sein. Bei
groflen Kriimmungen &ndern sich die Tangentialvektoren und damit die Uberschnei-
dungswahrscheinlichkeit stark als Funktion vom Abstand r. dWa/dr kann zur
Abschitzung der mittleren Kriimmung und damit zur Optimierung der Darstellung

verwendet werden.
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Abb.1 Abb.2 Zustandsraumdarstellung des
{iberschneidungswahrscheinlichkeit experimentell an einem
Wa als Funktion des Abstandes r physikalischen Pendel gemessenen
fir den Lorenzattraktor. Datensatzes,
4, Rekonstruktion

Durch numerische Integration des Lorenzattraktors bzw. eines van-der-
Pohl-Oszillators wurde ein Datensatz ‘erzeugt und eine Trajektorie im Zustands—
raum mit den Kcordinaten x,y,z rekonstruiert. Die Anpassung einer Potenzreihe
an die Tangentialvektoren der Trajektorie liefert auf 5 geltende Ziffern genau

die richtigen Koeffizienten.

5. Experiment

An realen einem physikalischen Pendel wurden Daten aufgenommen (Abb.Z2).
Das Pendel besteht aus einem mittig gelagerten Aluminiumstab mit .7 m Linge
und .9 kg Masse. An einem Ende ist eine Masse von .6 kg angebracht. Die Daten
wurden mit einem Potentiometer mit einer Messfrequenz von 30 Hz aufgenoﬁmen.
Um den Zustandsraum gut auszufiillen wurden die Daten aus einzelnen Sitzen
zusammengestellt, der groBte mit einem Maximalausschlag von 2.5 rad, der
kleinste mit einem Maximalausschlag von .09 rad. Zum Vergleich wurde ein
moglichst &#hnlicher Datensatz durch numerische Integration des DGL-Systems
kl=x2, k2=;bx2—w’sin(xl),mit b=.004,w=.125,erzeugt und mit 1% Rauschen iiberla-
gert. Der simulierte und der experimentelle Datensatz wurden auf den Einheits-
intervall normiert, um Legendrepolynome anzupassen. Der Fit liefert folgende

Koeffizienten aij (ndr betragsmédfBig griBere als .00l sind aufgefiihrt).
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simulierte Daten experimentelle Daten angepasste Funktion
ij aij ij 34 ) f=§aiji’i(x1/a)?j(x2/b)
10 -.018 10 -.019
12 .0 12 .001 ' Normierungsfaktoren a=2.5
21 -.001 21 -.003 b=.25
30 . .013 30 .012

Man kann erkennen, dafl die Koeffizienten von Simulation und Experiment im

Wesentlichen iibereinstimmen.
Wir bedanken uns bei Herrn Dr.0.Wohofsky und Herrn P.Deisz.
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