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Physikalische Strukturen, numerische Simulation

EXTREMALEIGENSCHAFTEN DENDRITISCHER STRUKTUREN

R. Georgii, A. Hibler", E. Liischer, Physik-Dept.,Technische Universitit
Miinchen, D-8046 Garching

berblick: Es wird untersucht unter welchen Voraussetzungen die stationdren
Justande von flexiblen Verankerungen mit jenen Zustinden ibereinstimmen, bei

denen die Dissipation extremal ist.

1. Einleitung

In letzter Zeit wurden einige aufregenden Eigenschaften von Dendriten
in der Naturwissenschaft bekannt/1/. Sie treten meist in Zusammenhang mit
. Nichtgleichgewichtszustinden auf, die Grundstrukturen von Wurzeln und Asten,
Nervenstringen “und Blutbahnén. In der Physik sind sie z.B.  bei
Kristallisationsvorgingen wichtig. Dendritische Einlagerungen (Kyrilithen)
geben Porzellan eine besonders hohe Festigkeit. Da die meisten technischen
Metalle dendritisch kristallsiert sind, ist die Verzahnung der Mikrodendriten
entscheidend fiir deren elastischen Eigenschaften. Es ist daher zu vermuten,
dal es sinnvolle Optimierungsvorschriften gibt, die durch .de_nd.ritische
Strukturen erfiillt werden. Im folgenden soll gezeigt werden, daB optimale

Verankerungen eine dendritische Form haben.

2. Stationiire Systeme mit minimaler Dissipation

Zuniichst betrachten wir folgendes Gedankenexperiment: Auf zwei schlecht
leitenden Plattenelektrocden EI1,E2 liegt ein gut leitender Stab S der sich
parallel =zu den Platten bkewegen kann. Eine geschwindigkeitsabhingige
Reibungskraft wirkt der Verschiebung des Stabes entgegen. Die elektrischen
Anschliisse befinden sich am unteren Ende der Platten, die elektrischen
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Zufiihrungen 21,22 sind gute Leiter und verlaufen parallel zum Stab. Durch die

2bb. 1 siehe Text ' 2bb.2 siehe Text

Anordnung soll ein konstanter Strom flieBen. Durch den -relativ hohen
Widerstand der Platten baut sich ein elektrisches Feld zwischen den
Zuflihrungen 21,22 und dem Stab auf, d.h. im System wird potentielle Energie
gespeichert. Da diese potentielle Energie von der Position des Stabes abhingt,
wirkt auf den Stab eine Kraft ciie ihn zu einer Gleitbewegung veranlaft. Da der
Bewegung dJes Stabes Reibungskrédfte entgegenwirken, hat der Stab die Tendenz
dem Zustand mit der geringsten potentiellen Energie entgegen. Aufgrund der
Gecmétrie des Versuchsaufbaus wird genau dann auch der Ohm'sche Widerstand des
Systems und damit auch die Dissipation minimal. Das System strebt somit dem
Zustand mit der geringsten Dissipation entgegen. Dieser Gedankengang 138t
sich folgendermafien verallgemeinern: Bel einem geddmpften mechanischen System
ist der Zustand mit der geringsten potentiellen Energie ein stabiler
stationdrer Zustand, wenn die potentielle Energie nicht explizit von der Zeit
abhingt. Wenn bei einem stationiren Zustand die Dissipation minimal (maximal)
ist so besitzt das System einen Endzustand mit minimaler (maximaler)

Entropieproduktion /2/.
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3. Verankerungen mit minimaler Dissipation

In einem elektrisch schlecht leitenden langen (Kohle-)Stab K flieft ein
zeitlich konstanter elektrischer Stram und wird an der Staboberseite von einer
dlinnen gqutleitenden (Kupfer-)Elektrode aufgenommen (Abb. 2). Aufgrund der
inhamogenen Stromverteilung im Kohlestab ist der Ubergangswiderstand hoch. Nun
werden auf der Staboberseite kleine Kupferpldttchen ausgelegt, die nur einen
Teil der Staboberseite bedecken Die Pldttchen kénnen sich unter groBen
Reibungsverlusten bewegen. Die rdumliche Verteilung der Plattchen ist genau
dann zeitunabhidngig wenn das Gesammtpotential V=j.e(x)E(x)zdx extremal ist,
wobei e(x) dJ:.e Dieelektrizititskenstante und E die elektrische Feldstirke ist.
Sind die Dichte der potentiellen Eneréie e(x)*E(x)% und die Dissipationsdichte
s(x)’*E‘.(x)2 (s = Leitfihigkeit) proportional zueinander so ist nach ckigen
{lberlequngen die Gesammtdissipation direkt proportional zum Gesammtpotential.
Beim wvorgestellten Modell ist die Dissipation bei stabilen Endzustinden
minimal. Die entstehende Form aus Kupferpldttchen kann als elektrischer
Verankerung mit minimalem Ubergangswiderstand aufgefaSt werden. Aufgrund der
mathematischen Analogien 2zwischen Wiarmeleitung und elektrischer Leitung,
lassen sich die Ergebnisse leicht auf thermische Anker {bertragen. Bei der
Warmeleitung lautet das analoge Optimierungsproblem: Weicﬁe Form der thermisch
gut leitende BAnker (konstantes Volumen) besitzen, damit bei konstantem
Warmedurchfluf durch das System die mit dem tUbergang( Abb. 2) verkniipfte
Entropieproduktion minimal ist, d.h. i.a. die Temperaturdifferenz, gemessen in

groBem Abstand vom {bergang, zwischen den beiden Materialien am kleinsten ist.
Diese Ergebnisse lassen sich auch auf andere Transportphdnomene, wie die
Ionenleitung, Kraftfluf und Informationfluf ibertragen.

4. Die Form cptimaler Verankerungen

In der Simulation wurden mit einem Monte-Carlo-Algorithmus /3/
stationire Verteilungen der Kupferpldttchen ermittelt. Mit einem
Relaxationsalgorithmus wurde die Feldverteilung auf der Oberseite des
Kohlestabes ermittelt unter der Annahme, daf dort eine raumlich und zeitlich
konstante Quellstirke herrscht und die eletrische Leitung nur in einer dinnen
Schicht an der Oberseite des Kohlestabes stattfindet. Aus dem elektrischen
Feld werden die Krédfte auf die Teilchen berechnet. Die .Gesammtdissipation bei
einer dendritischen form verringert sich 'gegeniiber dem Kreisfdrmigen Zustand
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um ca. 30% wenn die Kupferplittchen 2% der Oberfdche ausfillen.
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Abb. 3 =zeigt, daB die entstehenden Strukturen eine dendritische Form
besitzen.

Wir bedanken uns bei den Doktores O.Wohofsky, W. Kroy, H. Zinner und der Firma
MBB fiir wertvolle Unterstiitzung.
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