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Werden zwei klassische Oszillatoren
gekoppelt, so ist im generischen Fall die
Energie des einzelnen Oszillators nicht
erhalten. Der Energieaustausch zwi-
schen den Schwingern ist eine experi-
mentell leicht zugingliche MeBgréBe
und technisch von groBer Relevanz.
Materialzerstérungen infolge einer Re-
sonanz hingen in erster Ordnung von
der GroBe der iibertragenen Energie
ab. Auch nichtlineare Schwinger, bei
denen die Energie nicht exakt erhalten
ist, reagieren sehr empfindlich auf reso-
nante Anregungen [1] und in vielen
Fillen mit einer komplexen Dynamik
[2], die zumindest qualitativ sehr dhn-
lich derjenigen der konservativen
Schwinger ist [3]. Im folgenden be-
schrinken wir uns auf konservative Os-
zillatoren und untersuchen den Ener-
gieaustausch zwischen einem harmoni-
schen und einem anharmonischen Os-
zillator, die harmonisch gekoppelt sind.
Die Energie E; des harmonischen
Schwingers sei:
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(x*-Potential). U, G, A4, B sind Parame-
ter, die die Potentialform beschreiben,
Xy, X, sind die Auslenkungen, M,, M,
die Trigheitskoeffizienten, und @, ist
dic Eigenfrequenz des harmonischen
Schwingers. Fiir die Kopplung der bei-
den Schwinger wird das Federpotential
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E, =ﬁfi§_.fi)_. (K =Kopplungskon-
stante) verwendet. E;.=E, +E, +E, ist
die Gesamtenergic E; des Systems. Im
ungekoppelten Zustand (K =0) fihrt
der nichtlineare Oszillator periodische
Schwingungen mit der Schwingungs-
dauer T, aus. Die Grundfrequenz dieser
Schwingung w,=2n/T, hingt ia. von
der Energie E, des anharmonischen

Oszillators ab, d.h. ‘—‘4:0 Ist die

Kopplung K ungleich Null, so fithrt E,
zeitliche Oszillationen durch. Der ma-
ximale Energieaustausch AE ergibt sich
aus der Differenz zwischen dem Maxi-

malwert und dem Minimalwert der
Energie E, des anharmonischen Oszil-
lators. Da die Anfangsbedingungen der
Oszillatoren starken EinfluB aufl den
Wert des Energieaustausches haben,
wurden 10-30 Simulationen [4] zu je-
dem Parametersatz mit zufallig gewéhl-
ten Anfangsbedingungen durchgefihrt.
Wihlt man w, gerade so, daB zu Be-
ginn der Simulation die Resonanzbe-
dingung @, =w, erfiillt ist, so skaliert
bei einem anharmonischen Potential
vom Typ (1) der maximale Energieaus-
tausch AE folgendermalen mit den
Systemparametern (Fig. 1, 2a):
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Die Parameter wurden beim Keplerpo-
tential im folgenden Bereich variiert:

0,1 <G<14,5; 0,235< U< 1255;
00001 <E,<50; 0,001 <M,<50;
0,01643 <, < 34,158; 0,008477 < :E

<1315; 05<E,<15; 01<M,<20;
5-1078 <K <0,05. Beim Doppelmul-
den- und x*-Potential ergibt sich fol-
gender Zusammenhang (Fig. 2b, 3a):
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Gleichung (2) ergibt sich aus Simulatio-
nen in folgenden Parameterbereichen:
02<A4<200; —-20<B<50; 1<E,
<100; O01<E,<1000; 0l<M,
<2000; 0,1<M;<10000; 021<ew,
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< K <0,02. Beim Doppelmuldenpoten-

tial verschwindet w, fiir B=B,, wih-
do,

dE;

ist nur in der Umgebung dieses kriti-

schen Werts, bei dem die Auswertung

do,

dE,
blematisch ist, nichttrivial (Fig. 3a). Die
Gleichungen (1), (2) gelten nur fir
schwache Kopplung. Der Maximalwert
der Kopplungsenergie E, mull minde-
stens eine Zehnerpotenz geringer sein
als AE, E, und E,. In zwei Fillen erga-
ben sich bei den Simulationen Abwei-
chungen von den Formeln (1), (2). Nach
Formel (1) ergibt sich ein etwas héherer
Energieaustausch als numerisch be-
rechnet, wenn das Verhiltnis E; zu M,
geringer als ca. 10”7 wird, Abweichun-
gen resultieren ferner, wenn der nach
den Formeln (1), (2) berechnete Ener-
gieaustausch groBer als die Gesamt-
energie des Systems ist. Dies ist insbe-
sondere dann der Fall, wenn der anhar-
monische Oszillator in guter Niherung
durch einen harmonischen Oszillator
approximiert werden kann, d.h. bei-
spielsweise E, sehr klein ist (Fig. 3b).
Die Abhangigkeit des Energieaustaus-
ches von der Eigenfrequenz w, des har-
monischen Oszillators in der Umge-
bung von w, ist in Fig. 4 dargestellt.
Fiir alle drei Potentialtypen ergibt sich
eine , Resonanzkurve", gekennzeichnet
durch ein mehr oder minder ausgeprag-
tes Plateau und einen scharfen Rand.
Figur 5 zeigt, daB eine Korrelation zwi-
schen der Halbwertsbreite der ,Reso-
nanzkurve“ w, und der maximalen Fre-
quenzverschiebung in Resonanz w, be-
steht, wobei ¢, aus dem maximalen
Energieaustausch in Resonanz und der
Variation der Grundfrequenz des an-
harmonischen Oszillators mit der Ener-
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gie abgeschitzt wird: w,= k. AE.
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rend divergiert. Die Funktion f

des Terms w, der Formel (2) pro-

Aus den Simulationen ergibt sich:
W, = wy,.

Der Energicaustausch zwischen einem
harmonischen und einem anharmoni-
schen Oszillator kann durch relativ ein-
fache Potenzgesetze angegeben werden,
die iiber viele Zehnerpotenzen erfiillt
sind. Bei vollig verschiedenen Poten-
tialtypen ergeben sich teilweise die glei-
chen Potenzgesetze. Die einfache Dar-
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Fig. 1. Der maximale Energieaustausch als
Funktion der Parameter des harmonischen
Oszillators zu Beginn der Simulation. Bei
b) und c) wurde auch die Kopplungskon-
stante K variiert, wobei der Energieaus-
tausch entsprechend der aus a) gewc
Relation reskaliert wurde. a) 0 E;=E,=3,
M =M,=1, U=60, G=2; O E,=5, E,
=20, M,=M,=1, A=200, B=0; v E,
=E,=100, M;=20, M,=12, 4=200, B
=0,5; a wie v, aber B=0,575. b) 0 E;=3,
My=M,=1, U=60, G=2, K=0,04; O
Ey=1, M,=10, M,=6, A=300, B=0, K
=0,0375; A E;=100, M, =20, M,;=12, 4
=200, B=04, K=0,075; v wic a, aber
B=0595. ¢) 0 E; =18, E;=02, M;=0,1,
U=100, G=12, K=0001; 0 E,=5, E,
=20, M,;=35, A=100, B=0, K=001; a
E,=100,E,=100, M,=12, A=200, B=04,
K=002; v E,=1, E;=20, M,=095, 4
=10, B=4, K =0,005
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Fig. 2. Der maximale Energieaustausch als

dw, .
dE, (Keplerpotential)
(x*-Potential} (b). Die Si-

Funktion von G-w,-

dey,
dE;
mulationen wurden mit unterschiedlichen
Trigheitskoeffizienten, Energien und Kopp-
lungskonstanten durchgefiihrt, wobei der
Energicaustausch nach Formel (1) bzw. (2)
reskaliert wurde (Systemparameter wie bei

(a) und o,

Formel (1) bzw. 0,1<A<9000, B=0,
1<E, <100, 001<E, <1000, 01<
M, < 10000, 0.7244:&. <1358, 000376
d
<|3pil <4234, 0001<K <001, 01
2
<M, <2000)
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Fig. 3. Die Funktion f in Abhingigkeit von
B/B_ {a) und der maximale Energieaustausch
als Funktion der Kopplungskonstanten K
beim x*-Potential (b). Kommt der nach For-
mel (2) berechnete Energieaustausch in die
GroBenordnung der Gesamtenergic des Sy-
stems E, treten Abweichungen zwischen
den nach Formel (2) berechneten Werten
(durchgezogene Linie) und den Simulations-
ergebnissen aufl (4=200, B=—-0,04, E;
=001, E; =001, M, =1, M,=10)
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Fig. 4. Der maximale Energieaustausch
(normiert aul den Energieaustausch in Re-
sonanz) als Funktion der Frequenz w,; fur
drei Potentialtypen. a) Keplerpotential:
E,=E;=3, M,=M;=1, U=2§ G=2,
K=0,006324, w,=3,313—in Resonanz E
=0,376; b) x*-Potential: E,=5 E;=20,
M,=M;=5 A=100, B=0, K=005 o,
=6,373 —in Resonanz E=1,88; c) Doppel-
muldenpotential: E,=1, E,=12, M,
=M,=18, A=25 B=14, K=0005, w,
=2,845 —+in Resonanz E=0,284
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Fig. 5. Die Halbwer der R

kurve" @y, als Funktion von w,. © Keplerpo-
tential: E,=E,=3, M,=M,=1, G=2; U
und K werden in vier Schritten von U=15,
K=0003436 auf U=200, K=002579
erhoht; O x*-Potential: E, =5, E;=20,
M,=M;=5 A=100, B=0, K=005; v
Doppelmuldenpotential: E, =1, E;=12,
M,=M,=18, A=25 B=14, K=0005




stellung mit Potenzgesetzen koénnte
Ausgangspunkt dafiir sein, die Formeln
(1), (2) eventuell mit Stérungsrechnung
[5] analytisch herzuleiten.

Wir danken H. Haken, W. Kroy, O.
Wohofsky, P. Deisz und Ch. Berding
fur die kontinuierliche Unterstiitzung
und der Firma MBB fiir das wohlwol-
lende Interesse.
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