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Strukturbildung im Kundt'schen Rohr

A. Hubler, E. Liischer

Physik-Department E13, Technische Universitit Miinchen, 8046 Garching

Warum bilden sich in der Wiiste Diinen? Warum bilden sich Schlagldcher?
Unter welchen Bedingungen wandelt sich eine glatte Oberfldche in eine
strukturierte um? Dieser schon historischen Fragestellung begegnet
man in allen Bereichen der Physik /1/. Im folgenden wird ein mechani-
sches Modell vorgestellt, mit dem auf einfache Weise Obergdnge vom
strukturlosen zum strukturierten Zustand demonstriert werden kann.

1. Ein mechanisches Modell zur Strukturbildung
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Zwei Fahrzeuge kinnen sich auf einer schiefen, geknickten Ebene auf
Gleisen auf und ab bewegen. Die beiden Fahrzeuge seien mit einer
Schnur so gekoppelt, dass ihre Auslenkungen entgegengesetzt gleich
gross sind. Die beiden Fahrzeuge sollen sich zundchst an der Knick-
stelle befinden. Dies ist eine Gleichgewichtslage. Um festzustellen,
ob diese Gleichgewichtslage stabil ist, lenkt man das System aus der
Gleichgewichtslage aus. Ist die Fahrbahn konvex gekrimmt, so wdchst
dey Heineg abdreb ™

Aie Sehwdrkratt mit der Auslenkung an und das untere Fahrzeug befindet
sich auf dem steileren Stiick. Die beiden Fahrzeuge fahren auseinander.
Ist die Fahrbahn dagegen konkav gekrimmt, so befindet sich das obere
Fahrzeug auf dem steileren Stiick und das System kehrt in die Gleichge-
wichtslage zurick. Allgemein ldsst sich zeigen:
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Die Fahrzeuge fahren auseinander, falls diedkraft mit der Auslenkung
wichst. dev Moma abfrieb

Fihrt man folgende Definition ein

Homogener Zustand = die Fahrzeuge besitzen gleiche Auslenkung
Strukturierter Zustand = die Fahrzeuge besitzen unterschiedliche Aus-

Tenkung

so ldsst sich obiger Satz allgemeiner formulieren:

(hiey Heers a.L'ltihb)
~Der strukturierte Zustand wdchst, wenn die Kraf% mit der §u51enkqu

zunimmt.

Mit Hilfe eines Modells aus mehreren Fahrzeugen soll untersucht
werden, welche Struktur sich abzeichnet. Mit drei Fahrzeugen, die uber

eine Schnur konstanter Lange miteinander gekoppelt sind, gibt es z.B.
die Moglichkeit, dass dfe beiden dusseren Fahrzeuge nach unten fahren
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und das mittlere nach oben oder dass das linke nach untenm, das rechte
nach oben fahrt, wdhrend das mittlere in Ruhe bleibt. Die L@sung der

. Bewegungsgleichungen unter Beriicksichtigung der nichtlinearen Kraft
auf die Fahrzeuge, der Trdgheit der Fahrzeuge und von Reibungsverlusten

in den Umlenkrollen des Seils ergibt, dass jene Struktur am schnellsten
wdchst, bei der je ein benachbartes Fahrzeugpaar in entgegengesetzter

Richtung fahrt. Dies ist jener Zustand, bei dem sich das Seil iiber mdg-
lichst wenige Rollen bewegt und damit die Reibungsverluste klein sind.
Koppelt man je zwei benachbarte Fahrzeuge zusdtzlich mit einer starken
Feder, so wachst jener Zustand am schnellsten, bei dem die Federn am

am wenigsten gespannt sind. d.h. je zwei benachbarte Fahrzeuge die glei-

che Amplitude besitzen. Bei einem Modell aus dreij Fahrzeugen fdhrt bei

grosser Reibung z.B. das 1§nke und das rechte nach unten und das mitt-
lere nach oben, wdhrend bei grosser Kopplungskraft das Tinke nach un-
ten, das rechte nach oben fdhrt und das mittlere in Ruhe bleibt.

Die konkurrierenden Einfliisse von Reibung und Kopplungskraft lassen
sich besonders gut mit einem Modell aus sehr vielen Fahrzeugen demon-
strieren. Folgende Funktionen (Moden) 1dsen die Bewegungsgleichungen
fur kleine Auslenkungen A der Fahrzeuge:

B . X _=At
Alx,t) = A, sin Te

X = Position des Fahrzeugs, L = Ldngenskala der Struktur, A = Wachs-
tumsrate, t = Zeit

wobei sich folgender Zusammenhang zwischen der Langenskala der Struktur
und der Wachstumsrate ergibt.

A
a) Fahrbahn konkav
b) Fahrbahn konvex
groBe Reibung
"¢) Fahrbahn konvex
a groBe Federkraft
B~/ RK=1/L
o}
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,( Alle Moden mit positivem A zerfallen. Alle Moden mit negativem A wach-
sen, jene mit dem kleinsten A am schnellsten. In einem realen System .
wird man im wesent]ichen nur jene Skala Lo =-Elvvorf1nden, fiir die
R(KD) minimal ist. Ist A{KD) negativ, so wachst diese (dominierende)
Mode am schnellstep, ist A(KD) positiv, so zerfdllt die dominierende
Mode am langsamsten.

Ist die Fahrbahn konkav gekrimmt, so ist Kp = 0 und A(KD) = 0. Hier
ist nur der homogene Zustand mit der Ldngenskala Lp = %ﬁ = = zu beo-’
bachten. Ist die Fahrbahn konvex gekriimmt, so ist X{KD) < 0 und bei
grosser Reibung besitzt die dominante Mode eine kleine Ldngenskala,
wihrend sie bei grosser Kopplungskraft eine grosse Ldngenskala besitzt.
Beim Obergang von einer konkav gekriimmten Fahrbahn zu einer konvex ge-
krimmten Fahrbahn findet ein Phaseniibergang statt.

konkav  konvex
Kriimmung der Fahrbahn

Auch bei konvex gekrimmter Fahrbahn {ist der strukturlose Zustand noch
moglich; er ist metastabil. Nur wenn man von aussen her kleine Auslen-

kungen dem System aufpridgt (Rauschen), entwickeln sich diese (wie be-
reits oben diskutiert) weiter. Werden durch ein weisses Rauschen alle
Moden gleich stark angeregt, so entwickelt sich die dominate liode ex-
trem stark. Wird aber z.B. die dominante Mode durch das Rauschen nicht
angeregt, so bleibt deren Amplitude null. Wird ein derart gefarbtes
Rauschen als Trigger benutzt, so kann man v611ig andere Strukturen er-
halten, als man eigentlich erwartet. Eine andere wesentliche Schwierig-
keit ist, dass obige Analyse nur fiir kleine Auslenkungen gilt, d.h.

bei der mathematisgchen Analyse nur die nicht verschwindenden Terme nie-
drigster Ordnung beriicksichtigt wurden. Terme hoherer Ordnung kdnnen

dazu fiithren, dass das exponentielle Wachstum gebremst, die Skala der
dominanten Mode verschoben und nicht dominante Moden véllig unter-
driickt werden etc. Einige dieser Punkte werden im ndchsten Kapitel an-
gesprochen,doch zundchst zu einem Anwendungsbeispiel:
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In einer horizontal aufgestellten akustischen Resonanzrthre, die zu 1/10

mit Glyzerin gefiillt ist, wird eine stehende Schallwelle angeregt

(300 Hz). In der Umgebung des Schwingungsbauches erzeugt die Schall-
schnelle einen statischen Unterdruck. Auf die Flissigkeitsoberflache
wirkt eine Kraft nach oben. Lenkt man die Flussigkeitsoberfldche ein
wenig nach oben aus, so wdchst diese Kraft mit der Auslenkung, da sich
der Rohrquerschnitt verringert und sich die Schallschnelle an dieser
Stelle noch erhtht. Teilt man die Flussigkeitsoberfldache ldngs des Roh-
res in Gedanken in viele kleine Stiicke, so entsprechen diese den Fahr-
zeugen im Modell. Der. Oberfldchenspannung entsprechen die Federn, dem
Fliessen des Uls die Bewegung des Seils, der Viskositdt die Reibung in
den Seilrollen. Der nichtlinearen Kraft im Fahrzeugmodell entspricnt
eine nichtlineare Kraft, die sich aus hydrostatischem Druck und dem
Druck, erzeugt durch dig Schallwelle, zusammensetzt. Ubersteigt die
Schallamplitude (Schallschnelle) eine kritische Amplitude, so wdchst

die Kraft mit der Auslenkung der Flissigkeitsoberfldche an. Man erwar-
tet also, dass sich die Fliissigkeitsoberfldche oberhalb einer kritischen
Schallamplitude wellenfgrmig verformt, was auch beobachtet werden konnte.
Das Anwachsen dieser Struktur wird allerdings jdh unterbrochen, wenn die
Wellentdler die Rohrwand erreichen, Man beobachtet, dass plotzlich je-
der zweite Wellenberg verschwindet und von den benachbarten Wellenbergen
verschluckt wird. Diese Erscheinung wiederholt sich, bis schliesslich
meist nur ein einziger grosser Berg an der Stelle der gréssten Schall-
schnelle librig bleibt. Dieses Entwicklungsmuster, gekennzeichnet durch
Konkurrenz und Selektion, kann durch Terme htherer Ordnung beschrieben
werden., '



2. Konkurrenz und Selektion

Der Einfluss von Termen hoherer Ordnung wird sehr eindrucksvoll durch
Hinzufiigen eines Begrenzungsanschlags am Fahrzeugmodell demonstriert. Er-
reichen jene Fahrzeuge, die nach oben fahren, den Anschlag, so kommt der
Aufbau der Struktur zundchst zum Stillstand. Eine weitere Entwicklung
jst allerdings moglich, indem z.B, Fahrzeug 2 nach unten fihrt, Fahrzeug
4 umkehrt und nach oben fahrt, wihrend die Fahrzeuge 1, 2 und 5 keine
weitere Bewegung mehr durchfiihren, Ldsst man die zuletzt genannten Fahr-
zeuge ausser acht, steht man jetzt im Grunde vor demselben Problem wie

zu Beginn der Strukturierung. Die Fahrzeuge Z, 4 (6...) stehen auf glei-

cher Hohe, irgendeines fdhrt nach unten, ein beliebig anderes wird nach
oben gezogen. Die Summe aller Auslenkungen bleibt konstant, dabei kann
sich al]e}dings einiges gedndert haben:

1. Die Fahrbahn ist moglicherweise stdrker gekriimmt.

2. Es gibt keine direkte Kopplung mehr zwischen den neuen Nachbarn (2,4,6..).
3. Die neuen Reibungsverluste sind grdsser, da das Seil liber mehr Rollen
" gleiten muss, um zum neuen, ndchsten Nachbarn zu gelangen.

4. Die Federn wirken stabilisierend fiir den-neuen, homogenen Zustand.

Ist die Fahrbahn stark konvex gekriimmt, so strukturiert sich das System
erneut; da keine Kopplungskrdfte mehr zwischen den neuen Nachbarn existie-
ren, SaiAd e Reibyngsverluste die kurzmdglichste Struktur,
bedingen. . Dies bedeutet, dass z.B. Fahrzeug 2 nach unten und Fahrzeug 4
nach oben fihrt, bzw. in einem Modell aus vielen Fahrzeugen, in dem ur-
spriinglich lange Wellenberge entstanden, verschwindet nun jeder zweite
Wellenberg. Dieser Prozess der Skalenverdopplung kann sich oft wiederho-
len. Welcher von zwei benachbarten gleichberechtigten und konkurrierenden
Wellenbergen verschwindet und welcher weiterwdchst, entscheidet der zu-
fdllige Einfluss des Rauschens. Die Situation dndert sich, wenn ein Se-
lektionsvorteil existiert, wenn z.B. die Fahrbahn in der Mitte etwas
steiler ist als am Rand. Am Ende der Entwicklung bleibt dann nur ein ein-
ziger grosser Wellenberg in der Mitte lbrig. Obertragt man dieses Modell
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wie oben auf die Resonanzrohre, wobei dem Erreichen des Anschlag beim
mechanischen Modell der Zustand entspricht, bei dem die Wellentdler die
Rohrwand erreichen, so kann man die Entwicklung von der glatten Fliissig-
keitsoberfldche zur wellenformigen Struktur und schliesslich die Skalen-
verdopplung bis zur &-fdrmigen Wand gut verstehen.

Obwoh1 einige physikalische Details beim Obergang vom mechanischen Mo-
dell zur Resonanzrihre nicht beriicksichtigt wurden (z.B. die Anderung
des Einflusses der Viskositdt mit dem Fliussigkeitsstand), kann die Struk-
turbildung qualitativ richtig beschrieben werden. Dies mechanische Modell
- ist ausbaufdhig, so dass auch weitere Details beriicksichtigt werden kodn-
nen (z.B. nichtlineare Rollreibung, Trdgheit des Seils etc.). Ersetzt man
die Schallschnelle durch einen konstanten Luftstrom, gelangt man zu
Wasserwellen und Diinen. Ersetzt man die Kraft, die durch die Schallwelle
erzeugt wurde, durch elektrostatische Krafte oder nichtlineare Fliehkrdf-
te, so erhdlt man weitere Systeme mit nahezu jdentischen Eigenschaften.
Ersetzt man die Ortsamplituden im mechanischen Modell durch Geschwindig-
keitsamplituden, gelangt man zu den wohlbekannten Wirbelstrukturen der
Taylor- und Benardexperimente. !

Ort grosster Schallschnelle bei ver-

Luft —4- a schiedener Schallamplitude
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a) homogener Zustand, sehr kleine
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d) die Skalenverdopplung setzt ein

e) Endzustand: §-férmige Wand

Wir danken der Firma Messerschmitt-Bolkow-Blohm, W. Kroy, 0. Wohofsky
und D. Brunner fir die Unterstlitzung.

/1/ H. Haken: Synergetics. An Introduction, Springer, Berlin 1977



